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RESUMEN 
 
 
Este proyecto de grado sintetiza la  construcción de un péndulo invertido de 
rotación, y su respectivo control a través de una computadora. Se utilizó como 
actuador un servomotor y se sensó la posición angular del brazo pendular con un 
encoder rotativo incremental. 
Construido el sistema, se procedió a identificar el modelo a través de un algoritmo 
de mínimos cuadrados para luego acoplarlo con el diseño del controlador por la 
técnica de planos deslizantes adaptativos. Se realizaron pruebas y simulaciones al 
péndulo rotacional general para luego ser aplicadas al sistema de péndulo 
invertido, con resultados coherentes que llevaron a cumplir los objetivos de este 
proyecto.  
El software implementado para la identificación y posterior control de la planta 
física fue Labview. 
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INTRODUCCIÓN 
 
 
En este documento se describe el proyecto de fin de carrera CONTROL POR 
PLANOS DESLIZANTES ADAPTATIVOS DE UN MÓDULO DE UN PÉNDULO 
INVERTIDO DE ROTACIÓN, realizado por Santiago Palacio  y Sergio Ruge, para 
la carrera Ingeniería Mecatrónica de la Universidad Tecnológica de Pereira. 
 
El objetivo de este trabajo es la aplicación de los conocimientos adquiridos a lo 
largo de la carrera, donde nos centramos en el diseño de controladores. Para ello 
elegimos como sistema un péndulo invertido rotante. Muchas Universidades del 
mundo poseen un péndulo invertido para demostrar resultados de control. La 
razón por la cual este problema es interesante desde el punto de vista de control 
es por que ilustra muchas de las dificultades asociadas con problemas de control 
del mundo real. 
 
Actualmente, la Ingeniería de Control ha sido impulsada por la investigación de la 
robótica debido a la necesidad de automatizar todo lo relacionado con procesos 
industriales que involucren el uso de maquinaria y por ende pongan en riesgo la 
salud de las personas, por este motivo es que el desarrollo en simples campos 
como el transporte, la producción y las comunicaciones alcancen un alto grado de 
seguridad y calidad. Por esto es que la ciencia, precisamente el desarrollo de los 
sistemas mecatrónicos que tienen elementos que representan no linealidades, son 
objeto de investigación y un desafío para las técnicas clásicas de control. El 
péndulo invertido de rotación permite la aplicación y prueba de algoritmos de 
control no lineal que pueden ser usados en sistemas mecatrónicos más complejos 
ya (posibles aplicaciones en las áreas de robótica, navegación autónoma, 
sistemas de control de posición, etc.) 
Los péndulos invertidos en general, al ser un ejemplo típico de un sistema no 
lineal y de gran interés para la Ingeniería de Control, se convierten en el banco 
ideal para realizar pruebas muy completas. 
El péndulo invertido no tiene sentido desde el punto de vista de producto 
comercial, pero se usa en muchos departamentos de electrónica porque es un 
sistema simple y con una dinámica conocida que permite testear fácilmente las 
técnicas de control, las cuales son los verdaderos productos comerciales algunas 
de las aplicaciones más efectivas y mayor desarrolladas por la ciencia utilizando 
modelos de péndulos invertidos han sido en el control de la trayectoria del vuelo 
de cohetes, el balance y postura humana en el campo de la biomédica, la 
estabilidad en grúas, el caminar de los robots bípedos y el control sísmico de 
estructuras de edificación, entre muchas más. 
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Para realizar diferentes investigaciones en control y dinámica han resultados 
diversas modificaciones al péndulo invertido dependiendo de su grado de 
complejidad en la no linealidad, como son el péndulo invertido de rotación (o 
péndulo de furuta), el pendubot, péndulo con rueda de reacción. La identificación 
de la dinámica de los sistemas permite adaptar un controlador a cada sistema de 
forma automática. Sin embargo este proyecto está basado en el péndulo invertido 
de rotación por lo cual no serán tenidas en cuentas la demás variaciones. 
En la actualidad el diseño de controladores para sistemas pendulares es un tema 
con cierto nivel de complejidad dadas sus características físicas y su  aplicabilidad 
con diferentes equipos a nivel industrial. 
En 2002 se presentó el diseño de un controlador para el péndulo invertido 
rotacional a través de la aplicación de la dinámica de Newton para obtener un 
modelo en espacio de estados que se linealiza alrededor del punto de operación y 
se implementa un controlador en tiempo discreto por reubicación de polos.El 
péndulo rotacional invertido es un mecanismo con dos grados de libertad y 
constituido por dos eslabones o brazos y dos articulaciones. 
El primer brazo puede girar libremente sobre el plano horizontal y en uno de sus 
extremos está ubicado el motor, que es el elemento activo que le da la capacidad 
de movimiento a la barra. Al otro extremo se encuentra adaptado por medio de 
una articulación, la segunda barra que corresponde al péndulo como tal, y que 
puede girar libremente sobre el plano vertical. 
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CAPÍTULO 1 
 
 
1.PÉNDULO INVERTIDO DE ROTACIÓN 
 
 
 
1.1 INTRODUCCIÓN  
 
Actualmente, la Ingeniería de Control ha sido impulsada por la investigación de la 
robótica debido a la necesidad de automatizar todo lo relacionado con procesos 
industriales que involucren el uso de maquinaria y por ende pongan en riesgo la 
salud de las personas, por este motivo es que el desarrollo en simples campos 
como el transporte, la producción y las comunicaciones alcancen un alto grado de 
seguridad y calidad.Por esto es que la ciencia, precisamente el desarrollo de los 
sistemas mecatrónicos que tienen elementos que representan no linealidades, son 
objeto de investigación y un desafío para las técnicas clásicas de control. El 
péndulo invertido de rotación permite la aplicación y prueba de algoritmos de 
control no lineal que pueden ser usados en sistemas mecatrónicos más complejos 
ya (posibles aplicaciones en las áreas de robótica, navegación autónoma, 
sistemas de control de posición, etc.) 
Los péndulos invertidos en general, al ser un ejemplo típico de un sistema no 
lineal y de gran interés para la Ingeniería de Control, se convierten en el banco 
ideal para realizar pruebas muy completas. Algunas de las aplicaciones más 
efectivas y mayor desarrolladas por la ciencia utilizando modelos de péndulos 
invertidos han sido en el control de la trayectoria del vuelo de cohetes, el balance y 
postura humana en el campo de la biomédica, la estabilidad en grúas, el caminar 
de los robots bípedos y el control sísmico de estructuras de edificación, entre 
muchas más. 
Para realizar diferentes investigaciones en control y dinámica han resultados 
diversas modificaciones al péndulo invertido dependiendo de su grado de 
complejidad en la no linealidad, como son el péndulo invertido de rotación (o 
péndulo de furuta, el pendubot, péndulo con rueda de reacción.La identificación de 
la dinámica de los sistemas permite adaptar un controlador a cada sistema de 
forma automática. Sin embargo este proyecto está basado en el péndulo invertido 
de rotación por lo cual no serán tenidas en cuentas la demás variaciones. 
El péndulo de furuta es un mecanismo diseñado por el Doctor Katsuhisa Furuta en 
1992 como una solución a las limitaciones físicas que presenta el péndulo 
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invertido tradicional. Estas mejoras consisten en generar una trayectoria circular 
que no limita la posición del péndulo, en teoría. En la actualidad el diseño de 
controladores para sistemas pendulares es un tema con cierto nivel de 
complejidad dadas sus características físicas y su  aplicabilidad con diferentes 
equipos a nivel industrial. En 2002 se presentó el diseño de un controlador para el 
péndulo invertido rotacional a través de la aplicación de la dinámica de Newton 
para obtener un modelo en espacio de estados que se linealiza alrededor del 
punto de operación y se implementa un controlador en tiempo discreto por 
reubicación de polos. 
El péndulo rotacional invertido es un mecanismo con dos grados de libertad y 
constituido por dos eslabones o brazos y dos articulaciones. 
El primer brazo puede girar libremente sobre el plano horizontal y en uno de sus 
extremos está ubicado el motor, que es el elemento activo que le da la capacidad 
de movimiento a la barra. Al otro extremo se encuentra adaptado por medio de 
una articulación, la segunda barra que corresponde al péndulo como tal, y que 
puede girar libremente sobre el plano vertical. 
 
1.2 MODELO MATEMÁTICO 
 
 
El péndulo invertido de rotación que se muestra en la Figura 1.1 Consta de dos 
cuerpos inerciales conectados. Un bloque central con momento de inercia J, 
rígidamente conectado aun brazo horizontal de longitud la y masa 
homogéneamente distribuida en la línea ma. 
El péndulo de longitud lp y masa homogéneamente distribuida en línea mp. 
Elángulo del péndulo θ ha sido definido como cero en la posición vertical arriba, 
ypositivo, cuando el péndulo se mueve en la dirección de las manecillas del reloj. 
El ángulo del brazoɸ, se ha definido positivo cuando el brazo se mueve en 
ladirección contraria a las manecillas del reloj. 
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Figura 1.1 Modelo Tridimensional del Péndulo Invertido de Rotación.  
 Fuente Escobar L, Montoya O, Giraldo D, (2013) 
 
 
 
 
 
 
 
1.2.1 Cinemática. La posición de un punto P sobre el péndulo puede ser descrito 
con el siguiente vector de posición: 
 
r(ra,rp)=     (1) 
 
Con 
 
rx(ra,rp)=ra⋅cosφ−rp ⋅sinφ⋅sinθ 
 
ry(ra,rp)=ra⋅sinφ+rpsinθ⋅cosφ                 (2) 
 
rz(ra,rp)=rpcosθ 
 
 
 
Siendo  la posición radial del brazo, y  es la posición radial del péndulo. 
Las distancias son medidas desde el centro de rotación, tomando derivadas 
respecto al tiempo de (1) se obtiene una expresión para la velocidad. 
 
 
v(ra,rp)=     (3) 
 
 
Un puntoPsobreelpéndulo,con 
 
.                                                    .                                                    . 
vx(ra,rp) =−ra ⋅sinφ⋅φ−rp ⋅cosθ⋅sinφ⋅θ−rp ⋅sinθ⋅cosφ⋅φ 
 
.                                                   .                                                   . 
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v y(ra,rp)=ra ⋅cosφ⋅φ+rp ⋅cosθ⋅cosφ⋅θ−rp ⋅sinθ⋅sinφ⋅φ        (4) 
 
. 
 
v z (ra,rp) =−rp ⋅sinθ⋅θ 
 
 
 
De esta manera seexpresaelcuadradodelamagnituddelavelocidaddeP: 
 
 
  (5) 
 
 
 
1.2.2 Análisis energético del sistema. Las energías que presenta un cuerpo, 
(Energía Cinética y Energía Potencial) deben de ser conocidas para 
desarrollar el modelo energético del sistema y pueden ser calculadas de la 
siguiente manera respectivamente: 
 
 
 
            (6) 
 
 
 
Los parámetros T y V representan las Energías Cinética y Potencial, dm denota el 
diferencial de masa y g la gravedad. 
Para determinar la energía total del sistema, se divide en tres partes, calculando 
las respectivas energías para cada una de ellas. 
 
• Centro de Rotación  
 
La energía potencial gravitacional es cero, ya que el centro de rotación se 
encuentra en el origen de las coordenadas. 
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          (7) 
 
 
 
 
• Brazo Horizontal 
 
Al igual que en el pilar central, la energía gravitacional de la barra 
horizontal es cero, ya que se encuentra ubicado sobre el plano xy. 
 
 
          (8) 
 
 
   (9) 
 
 
 
• Brazo Vertical 
 
 
         (10) 
  
 
 
 
 
 
          (11) 
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1.2.3 Ecuaciones de Movimiento. Formulando la mecánica de LaGrange, que 
describe el comportamiento de las posiciones y velocidades angulares de un 
sistema. 
    (12) 
Las siguientes ecuaciones de movimiento describen el comportamiento del 
sistema físico en función de sus fuerzas y el torque: 
 
 
(13) 
 
 
Donde L representa el Lagrangiano del sistema, y el torque externo aplicado al 
brazo horizontal, las derivadas parciales son: 
 
 
 
 
        (14) 
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Para simplificar esta ecuación se declaran unas constantes en función de los 
mismos parámetros de la planta, como se muestra en el sistema de ecuaciones 
(14). 
 
 
 
          (15) 
 
 
 
Al aplicar estos términos resultan las ecuaciones que describen en forma 
diferencial el comportamiento global  para el sistema del péndulo rotacional: 
 
 (16) 
 
 
 
1.2.4 Modelado del Motor de Corriente Continua. Los motores son los elementos 
activos encargados de imprimir el movimiento o giro al sistema físico, para nuestro 
Péndulo Invertido de rotación es necesario determinar las características físicas 
del circuito de un motor de corriente continua y así encontrar la relación entre las 
variables mecánicas y las variables eléctricas. 
El circuito equivalente para un motor de corriente continua se observa en la 
siguiente ecuación en función del voltaje, la corriente y la velocidad de giro de su 
eje: 
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Donde R, L y  son las constantes eléctricas del motor y despreciando el efecto 
inductivo, de la anterior ecuación se puede hallar la corriente circulante,  
 
 
 
Y sabiendo que en un motor el torque de salida es proporcional a la corriene que 
circula por sus devanados, tenemos: 
 
Sustituyendo la ecuación anterior en la corriente y considerando que  
Debido a que en los motores de corriente continua estas magnitudes son casi 
idénticas, se toman con el mismo valor y se determina la relación existente entre el 
torque de salida y la tensión continua aplicada en el motor, con la siguiente 
ecuación, 
 
 
1.2.5 Representación en Espacio de Estados 
De acuerdo al modelo matemático presentado en las ecuaciones (16) para el 
péndulo de furuta, es posible construir una representación en espacio de estados 
no lineal con ecuaciones diferenciales de primer orden. Se introducen las variables 
de estado  y se determina el siguiente espacio de 
estados no lineal el cual representa el comportamiento del sistema físico en 
cualquier punto de operación y pueden ser linealizadas alrededor del punto de 
operación de interés. 
 
 
 
       
           (17) 
21 
 
 
 
 
 
 
1.2.6 Puntos de Equilibrio. Igualando las derivadas de las variables de estado en 
la representación (17), se obtiene el modelo de ecuaciones no lineales 
simultaneas, aquí expresado: 
 
 
 
       (18) 
 
 
 
Donde los puntos de equilibrio del sistema son  y  con  
 
 
1.2.7 Linealización. Considerando  el modelo matemático definido en espacio de 
estados como, 
 
Y expandiéndolo en Series de Taylor alrededor del punto de equilibrio se obtiene 
en forma matricial: 
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Igualmente puede ser descrita la ecuación que representa las salidas del sistema 
en función matricial de las variables de estado de la siguiente manera, 
 
 
Al linealizar el modelo de espacio de estados resultan las siguientes matrices 
obtenidas considerando el punto de equilibrio en la posición vertical superior y 
cuyos parámetros están en función de las constantes del sistema físico. 
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CAPÍTULO 2 
 
 
2. CONTROL ADAPTATIVO 
 
 
En el siguiente capítulo se encuentra la teoría básica con respecto a la 
identificación utilizada para el sistema, la cual fue desarrollada con un algoritmo 
que identifica el modelo a controlar.  
En la ingeniería de control se contextualiza el término “adaptativo” como la 
facultad para cambiar los parámetros y los comportamientos de control respecto a 
los cambios en el comportamiento del sistema controlado [2]. Cuando hacemos 
una realimentación en un sistema de control, básicamente estamos introduciendo 
un regulador adaptativo que modifique su comportamiento como respuesta a los 
cambios en la dinámica del sistema [3]. Generalmente, los sistemas de control 
adaptativo se clasifican en dos grupos como se describe a continuación. 
Un sistema de control adaptativo básico como se muestra en la figura 2.1 se 
compone de dos lazos de realimentación, uno es el bucle de regulación y el otro 
es un lazo que permite ajustar los parámetros del controlador, esto ayuda a al 
sistema a ser más estable y con mejor rendimiento. [4] 
 
 
Figura 2.1 Estructura general de un sistema de control adaptativo. 
Fuente [4]. 
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2.1 CONTROLADORES ADAPTATIVOS POR MODELOS DE REFERENCIA 
(MRAC) 
 
 
Esta estrategia busca alcanzar un comportamiento deseado que se especifica a 
través de un modelo de referencia, tienen como ventaja pasar por una rápida 
adaptación y utilizar formulaciones que permiten garantizar la estabilidad. Siendo 
una de las técnicas más antiguas del control adaptativo, se basa en disponer de 
un bucle cerrado que describa al conjunto del controlador y la planta. Es decir, 
está basada  en un conjunto de especificaciones que son expresadas a través de 
un modelo de referencia. 
 
 
 
2.2 REGULADORES AUTO-AJUSTABLES (STR) 
 
 
Esta técnica de identificación llamada STR (Self Tuning Regulator) es una forma 
de identificación  muy común por el cual el conocimiento que se tiene de la 
dinámica del proceso a controlar se actualiza en tiempo real, permitiendo que el 
ajuste se mantenga cercano al óptimo. Los STR se basan en suponer que los 
parámetros del proceso coinciden con los obtenidos por la identificación y así el 
controlador sea diseñado usando dichos parámetros. [5] 
En la figura 2.1 podemos visualizar la estructura general de un Regulador auto-
ajustable. 
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Figura 2.2 Diagrama general de un Regulador auto-ajustable (STR).  
Fuente: [5] 
Lo que se busca con este tipo de controlador es tener un diseño del sistema con 
los parámetros conocidos, y sustituyéndolos por los parámetros estimados, 
recalculando el controlador en cada paso, esto es más conocido como el principio 
de equivalencia cierta. [6] 
 
2.3 IDENTIFICACIÓN DEL SISTEMA 
 
 
El paso previo para lograr un buen control es el conocimiento del sistema a 
controlar, el objetivo de la identificación es obtener un modelo matemático que 
represente el comportamiento de un sistema dinámico o su obtención a base de 
datos experimentales. [7] 
Los modelos son representaciones simplificadas que se acercan a la realidad y 
nos permiten realizar simulaciones, diseño de controladores y control basado en 
un modelo. 
El éxito de la identificación depende de ciertas propiedades: 
-Calidad de las señales de entrada. 
-Identificabilidad. 
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2.3.1  Identificación fuera de línea. Para este caso se toman los datos de las series 
medidas y se introducen en matrices, para después ajustar el modelo haciendo 
uso de estas mediciones.  
Supongamos una función de transferencia de n orden de la forma: 
                           (2.1) 
Y se expresa como una ecuación en diferencias: 
        (2.2) 
Expresando la ecuación (2.2) en forma vectorial se obtiene: 
          (2.3) 
La ecuación (2.4) muestra el sistema (2.3) de manera simplificada. 
                           (2.4) 
Siendo los valores de A y B son datos medidos experimentalmente de las entradas 
y salidas del proceso, mientras que X corresponde a los parámetros desconocidos 
del sistema. 
Usando el método de mínimos cuadrados se puede despejar X como se muestra 
en la ecuación (2.5). 
 
                            (2.5) 
Una vez obtenidos los valores de X, se procede a reconstruir la función de 
transferencia (2.1), o para el caso de este proyecto el modelo en espacio de 
estados. 
 
2.3.2  Identificación en línea. En este método de identificación, el cálculo se realiza 
con las medidas obtenidas en tiempo real. 
Para la identificación en línea existen varios algoritmos de identificación, en este 
proyecto se utilizó el algoritmo de mínimos cuadrados, el cual es de la forma: 
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              (2.6) 
Donde φ y  corresponden;  A y X de la ecuación (2.4) respectivamente.  Mientras 
que P es la matriz de covarianza que está dada por: 
                           (2.7) 
 
2.3.3 Identificación por mínimos cuadrados. Por medio de la identificación se 
obtiene la estructura y los parámetros de un modelo matemático a controlar, el 
método de mínimos cuadrados es un enfoque básico y muy utilizado en la 
identificación de sistemas de control, esta estrategia posee una indudable 
atracción intuitiva y propiedades estadísticas muy convenientes [7], puede ser 
descrito de la siguiente manera: 
Se parte del modelo en fuera de línea  
 
Donde H es la matriz de Hankel y b es el vector de salida, se construye un 
algoritmo recursivo de la siguiente manera: 
 
 
 
Donde P es la matriz de covarianza, K es una constante y  está definida 
por la siguiente matriz: 
 
El valor de   debe ser mayor que cero, entre más grande sea más alejado está el 
valor inicial del valor real. 
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CAPÍTULO 3 
 
 
3.  PLANOS DESLIZANTES 
 
 
3.1 INTRODUCCIÓN 
 
 
Con el fin de diseñar el control de sistemas no lineales, es necesario obtener 
modelos precisos de sus dinámicas internas. En la mayoría de los casos estos 
modelos requieren utilizar datos de fábrica o de placa, que usualmente pueden 
variar durante los periodos de funcionamiento de los mismos equipos. Por tal 
razón es necesario identificar de forma variable (adaptativa) para cada instante de 
tiempo, la dinámica del sistema a controlar, aún si esta dinámica es no lineal. La 
técnica de control de planos deslizantes permite tener una mayor libertad a la hora 
de seleccionar la dinámica del sistema, permitiendo generar señales de control 
asociadas al comportamiento del sistema en el espacio de estados, por tal razón 
se puede acoplar muy bien a sistemas no lineales con dinámicas variantes en el 
tiempo. 
Para identificar y analizar la dinámica del sistema a controlar, se empleará la 
técnica de control por planos deslizantes adaptativos, aplicado a un módulo de un 
péndulo invertido de rotación. Teniendo éste a su vez, diversas aplicaciones en 
sistemas mecatrónicos más complejos. 
La superficie de deslizamiento S=0 llamada plano deslizante, es el camino 
deseado en el espacio de estados. Estos puntos constituyen una trayectoria 
especial del sistema en la superficie, así la trayectoria del sistema en el plano de 
fase, está constituida por dos partes que representan los dos modos del sistema. 
En la primera parte llamada modo de alcance (reachingmode), la trayectoria 
empieza desde cualquier punto sobre el plano de fase dirigiéndose hacia la 
superficie de conmutación S, alcanzada en un tiempo finito. En la segunda parte 
llamada modo deslizante (slidingmode), la trayectoria tiende asintóticamente hacia 
el origen del plano deslizante. 
Mediante conmutaciones a frecuencia muy elevada, idealmente infinita, se fuerza 
a las trayectorias del sistema a evolucionar sobre la variedad determinada por la 
restricción planteada, en el espacio de estados. A este modo de funcionamiento, 
ilustrado en la Figura 3.1.a, se lo denomina operación por modos deslizantes. 
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Cuando la frecuencia de conmutación no es infinita, como sucede en cualquier 
implementación práctica, o en el caso de que existan dinámicas no modeladas, las 
conmutaciones generan oscilaciones de amplitud finita y alta frecuencia en las 
trayectorias al evolucionar sobre la variedad de deslizamiento. A este fenómeno se 
lo denomina efecto de chattering y constituye el principal defecto de los modos 
deslizantes. Una idea esquemática de esta situación puede observarse en la 
Figura 3.1a. Conmutaciones a frecuencia infinita. Operación en modo deslizante 
ideal. 3.1b. Conmutaciones a frecuencia finita. 
 
 
 
Figura 3.1. Trayectorias en un sistema de estructura variable. Idea intuitiva de 
deslizamiento. Fuente [8] 
 
La idea básica del control por modo deslizante (CMD) consiste en llevar las 
trayectorias del sistema sobre una variedad o superficie de deslizamiento y 
forzarlas a evolucionar sobre ella. Así, el comportamiento dinámico del sistema en 
estas condiciones queda determinado por las ecuaciones que definen dicha 
superficie en el espacio de estados. De este modo, plasmando los objetivos de 
control en tales ecuaciones mediante un diseño adecuado de las mismas, es 
posible lograr la estabilización del sistema, el seguimiento de referencias y la 
regulación de variables.[8] 
 
El siguiente modelo de espacio de estados representa un sistema de orden n. 
 
  
       (1) 
 
 
Donde es el vector de estado con dimensión n y ula entrada de 
control de control del sistema, d (t)representa la perturbación externa y se asume 
acotada de la forma: 
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   (2) 
 
 
Donde D es un valor escalar. Si el estado deseado  es una función escalon, 
entonces las ecuaciones dinámicas dadas en (1) se puede reescribir en términos 
del error, de la siguiente manera. [8] 
 
El error se define como: 
 
- - -  (3) 
 
Si   entonces el error esta dado por  
  
- - - (4) 
 
y sus derivadas son variables de estado como sigue  
 
 
 
         (5) 
 
  
 
La mayoría de superficies deslizantes se definen como 
 
      (6) 
Donde  , c  y con e el vector de error. El vector c se define a 
partir de la ecuación , lo cual garantiza que el sistema resultante 
sea estable. Al desarrollar (6) se tiene  
      (7) 
 
Con . Si se deriva con respecto a t  la ecuación (7), se tiene  
 
        (8) 
 
Y reemplazando (5) en (8) tenemos 
 
          (9) 
 
 
Siendo  la entrada de control equivalente que está dada por 
 
31 
 
 =       (10) 
 
Esta ley de control mantiene el sistema sobre el plano deslizante S=0, pero si el 
estado actual del sistema se encuentra por fuera del plano deslizante, y se 
requiere llevarlo a él, se debe plantear una ley de control llamada condición de 
alcanzabilidad tal que  
 
            (11) 
  
Donde  es una constante positiva. 
 
El objetivo de control es garantizar que la trayectoria de estados del sistema 
converja hacia la superficie deslizante, es necesario definir una ley de control 
correctivo , así, 
 
 = Sgn (S)              (12) 
 
 
ConK una constante positiva y la función sgnes definida como  
 
 
         (13)  
 
Finalmente la ley de control total u  corresponde a la combinación de y  de la 
forma: 
 
 
Sgn (S)     (14) 
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CAPÍTULO 4 
 
 
4. CONSTRUCCIÓN DE LA PLANTA REAL  
 
 
 
 
En la siguiente parte del trabajo se muestran detalles del diseño y la construcción 
del prototipo donde van a ser implementados los controladores, adicionalmente se 
muestra  la parte eléctrica y electrónica que se ensambla al prototipo físico, 
también el tratamiento de señales de entrada y salida del sistema a través de cada 
uno de los elementos que lo conforman, parte esencial para poder diseñar un 
sistema de control.  
 
4.1CONSTRUCCIÓN MECÁNICA 
 
 
Basados en los modelos didácticos de péndulo invertido rotacional (PIR) 
distribuidos por la empresa QUBE-Servo Experiment for LabView Users [9]se crea 
el diseño mostrado en la figura 4.1, a partir de este se inicia la construcción del 
prototipo con algunas modificaciones menores que permitirán un mejor 
funcionamiento del sistema.  
 
 
 
Figura 4.1 Boceto experimental de la planta. Fuente: Autores 
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La fabricación de prototipoen su mayoría se realizóen acrílico. La base, soporte 
servo-motor, brazo horizontal y brazo vertical y acople brazo – servo. 
Para disminuir el efecto de desbalanceo se fabricaron contrapesos en acero 
inoxidable mediante el proceso de remoción de viruta.  
 
Las partes del prototipo se pueden apreciar en la figura 4.2 
 
 
Figura 4.2 Planta real sin ensamblar del péndulo invertido rotacional. Fuente: 
Autores 
El brazo pendular se diseñó para que sea fácil de ensamblar y si es necesario 
transportar, desarmar sin afectar su confiabilidad en la medición de los 
parámetros, para lograr esto se hizo una perforación al brazo para apretar con un 
tornillo prisionero el acople entre el encoder y el brazo pendular.Este método de 
sujeción se puede ver en la figura 4.3ya que este acople no afecta la confiabilidad 
en la medición de la señal emitida por el encoder. 
 
34 
 
 
 
Figura 4.3 Ensamble brazo pendular-encoder. Sujeción.  Fuente: Autores. 
 
Una vez ensamblado el péndulo invertido rotacional, se procede a establecer el 
cero del sistema ubicando el brazo pendular en una posición inicial vertical hacia 
abajo como referencia y en reposo, para controlar el péndulo rotacional y probar la 
funcionalidaddel sistema; o arriba como punto de referencia para control el 
péndulo invertido rotacional. 
El ensamble del péndulo invertido se muestra en la siguiente imagen. 
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Figura 4.4 Planta real ensamblada del péndulo invertido rotacional.              
Fuente: Autores 
 
 
4.2  ENSAMBLAJE ELÉCTRICO Y ELECTRÓNICO 
 
En esta parte se describen todos los elementos eléctricos y electrónicos que son 
necesarios para el control del sistema. Los movimientos angulares del brazo 
horizontal son generados por el giro delservomotor, por consiguiente se asume 
este como el actuador del proceso. En tanto a la parte sensitiva del proyecto se 
realiza mediante un encoder rotativo, el cual mediante la integración de su señal 
arrojara los valores de la posición angular del brazo pendular.   
En la figura 4.5 se muestra un diagrama de bloques que ilustra las conexiones de 
los componentes mencionados.   
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Figura 4.5 Diagrama de bloques de la conexión de los componentes de la planta 
real. Fuente: Autores 
Para este proyecto el controlador es un computador portátil, el cual integrado a 
una tarjeta Arduino controla y adquiere los datos del sistema desde el  
microcontrolador.  Esto gracias al NI LabView Interface for Arduino Toolkitde 
LabView. Que nos permite usar la placa como una tarjeta de adquisición de datos, 
y así tener un registro los datos usando las diferentes bibliotecas integradas de 
este programa y desarrollar los diferentes algoritmos que permitan el control del 
proceso. 
 
4.3  ADECUACIÓN DE SEÑALES 
 
 
En este punto se puede encontrar el tratamiento hecho a las señales de salida del 
encoder rotary(canal A y B) y que indica la posicion angular delbrazo pendular, y el 
arreglo de resistencias de pull up. 
4.3.1 Lectura de datos. Debido a que el encoder rotatorio incremental  transmite 
los datos de salida de fase AB mediante una señal de impulso ortogonal 
rectangular monofásica a 600 pulsos/r en dos fases de doble frecuencia de 
2400pulsos,se deben configurar algunos parámetros para la captura de datos.  En 
la siguiente figura se muestran los bloques que hacen parte de este proceso. 
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Figura 4.6  Bloques de configuración para la comunicación del encoder rotativo y 
conversión de pulsos/rev a posición angular.  Fuente: Autores. 
 
Donde los bloques que están por fuera del ciclo son los encargados de configurar 
la lectura de la señal de encoder, debido a que el encoder por sus 
especificaciones técnicas de 600 pulsos/r, en dos fases de doble frecuencia de 
2400 pulsos se debe hacer una cuenta interna del programa para convertir el 
número de pulsos en el número de grados con respecto al cero inicial del sistema,  
mientras que el bloque dentro del ciclo transmite al encoder la posición deseada a 
la cual se quiere llevar el brazo pendular.  Estos subprogramas fueron tomados del 
foro de la National Instruments [10]. 
La señal es dividida en 2400, y multiplicada por 360 convirtiendo los pulsos de las 
fases en posición angular, y finalmente donde se escala la señal de salida en 
valores que van de 0° a 360°.   
4.3.2  Arreglo de resistencias de pull-up.El encoder rotativo debe ser alimentado a 
9v, debido a las especificaciones de voltaje que admite el arduino UNO,se debe 
limitar el voltaje de las fases AB con un arreglo de resistencias pull-up, las cuales 
reducen el voltaje de 9v a 5v, siendo el valor deseado. 
En la figura 4.7 se muestra el circuito provisional diseñado. 
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Figura 4.7 Circuito provisional de pull up y alimentación encoder. Fuente: Autores 
 
Posterior a la realización de diferentes pruebas en el circuito provisional y 
verificaciónde que el voltaje recibidocumplía con las especificaciones se procedió 
a realizar el circuito impreso que se puede observar en la figura 4.8 
 
Figura 4.8 Circuito impreso de pull up y alimentación encoder. Fuente: Autores 
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CAPÍTULO 5 
 
5. IDENTIFICACIÓN Y DISEÑO DE CONTROLADORES 
 
 
En esta capitulo se muestra la identificación del sistema en línea, manejando 
inicialmente variables independientes y diseñando los controladores como si se 
tratara de sistemas SISO (single input – single output), para posteriormente 
realizar el acople y obtener el controlador multivariable.  Se pueden observar los 
códigos en el apéndice B. 
 
5.1  IDENTIFICACIÓN Y CONTROL EN LÍNEA  
En los métodos de identificación en línea, la estimación de parámetros se efectúa 
en tiempo real en cada iteración por el algoritmo de identificación, en este caso por  
mínimos cuadrados.  Sin embargo, este debe realizar la estimación antes de 
comenzar a ejecutar la acción de control.  Como se especifica en la imagen 5.0. 
 
Figura 5.1 Etapas del controlador en línea. Fuente: [4] 
Para acelerar el proceso de identificación del sistema se usan los valores 
estimados en el proceso anterior como datos iníciales del algoritmo. Este método 
suele ser el único apropiado cuando se pretende usar una estrategia de control 
adaptativa, o cuando el proceso varía respecto a su dinámica con el tiempo. 
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5.2  CONTROLADOR SISO EN LÍNEA 
En la figura 5.2 observamos como es el proceso de un controlador de una entrada 
y una salida similar a nuestro sistema, se identificada por el método de mínimos 
cuadrados a través del sensor y controlado por medio de la técnica planos 
deslizantes de manera independiente, se obtiene el resultado deseado. 
 
 
Figura 5.2 Diagrama de bloques de un controlador SISO en línea. Fuente: Autores. 
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Figura 4.6  Sistema de identificación y técnica de control planos deslizantes en línea.  F 
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Figura 5.3 Sistema de identificación y técnica de control planos deslizantes en 
línea.  Fuente: Autores 
Este sistema se realiza en un solo programa (LabView). En la parte izquierda del 
programa está la inicialización de la comunicación pc/arduino y en la derecha el 
cierre de la comunicación. En éste resaltan dos bloques de escritura matemática 
(mathscript), en el bloque de la izquierda se encuentra el algoritmo de 
identificación mínimos cuadrados describiendo las ecuaciones (2.6) y (2.7), 
mientras que en el bloque de la derecha se encuentra el algoritmo de control por 
planos deslizantes, también se encuentra la configuración de pines de entrada y 
cantidad de encoders y servomotores.   
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CAPÍTULO 6 
 
 
6. PRUEBAS Y RESULTADOS 
 
 
6.1 PRUEBAS DE IDENTIFICACIÓN Y CONTROL POR PLANOS DESLIZANTES 
EN LABVIEW 
 
 
Antes de comenzar se hicieron pruebas de comunicación entre el 
PC/arduino/servomotor/encoder para poder adquirir la señal del encoder y darle 
instrucciones al servomotor a continuación se encuentran dos figuras que 
describen este paso. 
Figura 6.0 Subsistema lectura encoder – escritura servomotor. Fuente: Autores 
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Figura 6.1 Señal lectura encoder – control escritura servomotor. Fuente: Autores. 
Para probar el desempeño del controlador y del algoritmo de identificación se 
implementó un modelo construido en Labview mostrado en la Figuras 6.0 y 6.1 
que permitiera simular una planta general de un péndulo invertido, controlada por 
medio del algoritmo de planos deslizantes escrito en Matlab. Este código se 
encuentra en el anexo B. En esta sección se aprecian las pruebas realizadas al 
sistema de control, haciendo uso del software LabView. 
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Figura 6.2 Programa de identificación y control con planos deslizantes para 
una planta simulada. Fuente: Autor 
 
En la anterior figura que representa la simulación de control de una planta por 
medio de la técnica de planos deslizantes, podemos diferenciar las matrices de 
identificación utilizadas por un algoritmo de mínimos cuadrados, que 
posteriormente nos facilitan los parámetros necesarios para que el controlador de 
planos deslizantes lleve la señal de salida a la referencia deseada. Todo esto de 
forma adaptativa, tal como se explicó en el capítulo 2. 
Después de realizarse las pruebas con los resultados esperados de atenuación de 
la señal para llegar hasta el punto de referencia, como se observa en la Figura 6.3, 
se procedió a implementar los algoritmos en Simulink. 
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 Figura 6.3 Resultados de la simulación en Labview. Fuente: Autores 
 
En la figura se puede apreciar como la señal de salida U (blanca) llega a la señal 
de referencia (roja) que puede ser modificada cuando el programa está corriendo 
para verificar el correcto comportamiento.  
El parámetro c0 corresponde a los polos del control por planos deslizantes que 
varían entre 0 y -1 y el d0 para el error en estado estacionario. También tenemos 
la matriz Teta que representa los valores de la planta que son identificados 
mediante el método de mínimos cuadrados. Esta información es ampliada en el 
anexo C. 
 
6.2 PRUEBAS DEL CONTROLADOR EN LA PLANTA REAL 
 
 
Se realizaron diferentes ensayos sobre la planta real para verificar el 
comportamiento del controlador sobre el modelo físico construido. 
Se propuso implementar el control por planos deslizantes a un péndulo rotacional 
normal,  una vez comprobado se pasó a realizar dicho proceso al péndulo 
invertido. 
 
6.2.1 Pruebas péndulo rotacional no invertido.Se realizaron pruebas variando los 
diferentes parámetros del sistema; en la programación se cambiaban los de límites 
de saturación de movimiento del brazo horizontal, tiempo de muestreo, los 
parámetros c0 que corresponde a los polos del control por planos deslizantes que 
varían entre 0 y -1 y el d0 para el error en estado estacionario. 
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Figura 6.4 Resultados de la primera prueba sobre la planta real visualización  en 
Labview. Fuente: Autores 
En la figura 6.4 se puede observar la visualización de las señales que nos arroja el 
programa que fue construido para realizar el control de un péndulo de rotación, se 
observa en la gráfica superior derecha que el sistema oscila entre los valores de 
saturación propuestos para el brazo horizontal en la programación, pero no tiene 
la estabilidad deseada ni alcanza la referencia por lo tanto se descartan estos 
valores y se procede a realizar un proceso de ensayo error hasta así encontrar 
una combinación que le dé el comportamiento deseado al sistema. 
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Figura 6.5 Señal obtenida al implementar planos deslizantes en la planta física con 
el péndulo abajo. Fuente: Autores 
Después de diferentes ensayos con diferentes parámetros se logra encontrar un 
comportamiento propio de la técnica planos deslizantes que se puede observar 
con el chattering característico. Como observamos en la Figura 6.5 la respuesta 
del sistema cuando se tiene el controlador con planos deslizantes, llega al valor de 
referencia rápidamente después de unas pocas oscilaciones entre el rango de 
saturación propuesto. 
Se logra la estabilidad deseada después de diferentes intentos, en la figura 6.6 y 
6.7 se observa el comportamiento del sistema ante una perturbación inducida 
logrando amortiguarla y llevando el sistema a la referencia deseada en el menor 
tiempo posible. Esta ´perturbación consiste en dar un pequeño golpe al brazo 
pendular para afectar su posición y así demostrar que tanto la lectura de la señal 
como la acción del controlador son las esperadas. 
 
Figura 6.6 Señal de salida ante perturbación inducida. Fuente: Autores 
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Figura 6.7 Señal de salida ante perturbación grande inducida en ambos sentidos 
(+) y (-). Fuente: Autores. 
 
Por lo tanto, habiendo realizado el control y sintonización del controlador para el 
péndulo normal, y obteniendo los resultados esperados se procedió a realizar las 
pruebas para el péndulo rotacional invertido. 
6.2.2 Pruebas péndulo rotacional invertido. Se realizaron pruebas con diferentes 
parámetros en el programa, los resultados se pueden observar en las figuras 6.8, 
6.9, y 6.10  en las cuales se variaban los límites de saturación para el movimiento 
del brazo horizontal, el tiempo de muestreo desde 100 ms hasta 300 ms, los 
parámetros c0 que corresponde a los polos del control por planos deslizantes que 
varían entre 0 y -1 siendo los de mejor comportamiento valores menores a -0,75 
(entre -0,75 y -0,95) y d0 para el error en estado estacionario que debe tender a 
cero. 
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Figura 6.8 Señal 1 obtenida en pruebas al pendulo invertido. Fuente: Autores 
 
 
Figura 6.9 Señal 2 obtenida en pruebas al pendulo invertido. Fuente: Autores 
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Figura 6.10 Señal 3 obtenida en pruebas al pendulo invertido. Fuente: Autores 
 
Como se puede observar la señal blanca que representa la señal de salida nunca 
llega a la señal de referencia representada por la línea verde. Por esta razón se 
procedió a realizar el controldel modelo de visualización construido en el 
complemento de Matlab,  llamadoV-Realm Builder. El modelo y la respuesta del 
mismo ante el controlador de planos deslizantes adaptativos, es mostrado en las 
figuras 6.11 y 6.12. 
Todo esto con el fin de verificar que el sistema y su algoritmo de control si 
estuvieran bien implementados y fuesen compatibles, dando como resultadoel 
control del modelo virtual, pero por limitaciones físicas y de comunicación de la 
planta real y los componentes del sistema expuestas en el capítulo de 
conclusiones, no se logra darle la estabilidad deseada al sistema. 
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Figura 6.11 Visualización gráfica del modelo 3D hecho en V-Realm Builder. 
Fuente: Autores 
 
 
Figura 6.12 Representación de la señal de salida deseada simulada. Fuente: 
Autores 
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En la parte de arriba de la figura 6.12 se observa la atenuación de la señal de 
salida que representa el movimiento pendular de la barra que parte desde pi como 
punto inicial en reposo y por medio del diagrama de swing-up oscila hasta 
encontrar el punto de referencia en cero que representa el péndulo sostenido en el 
punto de equilibrio deseado, la respuesta del sistema a la técnica de control por 
planos deslizantes es de acuerdo a los requerimientos haciéndolo muy robusto, 
estable y con una velocidad de alcance para la referencia relativamente alta., con 
una eficiente acción de control para llevar, estabilizar y mantener el péndulo en la 
posición de equilibrio. 
En la parte de abajo, la señal de control varía entre los límites de saturación que 
son propuestos en el algoritmo de control, estos valores representan la magnitud 
de los valores en grados que el motor se mueve para mover el brazo pendular se 
puede diferenciar la señal de control  con el chattering característico de la técnica 
de control de planos deslizantes cuando a los 16 segundos el péndulo alcanza su 
posición de equilibrio. 
En la figura 6.13 se observa el programa completo en Simulink con todos los 
bloques que integran el controlador que tiene cargado el código con el algoritmo 
correspondiente a planos deslizantes y su respectiva identificación, la técnica 
utilizada para el swing-up por regulación de energía y la visualización 3D del 
modelo.  
 
Figura 6.13 Diagrama principal controlador del péndulo invertido en 
simulación. Fuente. Autores 
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CONCLUSIONES 
 
 
• Para modelar un sistema como el péndulo invertido de rotación es 
necesario identificar su dinámica a fondo y tener un conocimiento de los 
sistemas de control suficiente para reconocer las estrategias a utilizar en 
este proceso. 
• Las técnicas de identificación en línea utilizadas en el proceso demuestran 
la facilidad que ofrecen y confiabilidad en sus respuestas para tener un 
control adecuado de la planta, a diferencia de los modelos que se obtienen 
a partir de las leyes físicas que también nos ofrecen una buena 
confiabilidad en los datos obtenidos pero que requieren de un largo 
procedimiento y conocimiento físico de la planta. 
• Se evidencia que la técnica de control de planos deslizantes adaptativos 
utilizada para este proyecto fue exitosa en la simulación y en las pruebas 
de péndulo en estado normal,  pero para el péndulo invertido no se logró el 
objetivo por limitaciones tanto físicas de la comunicación pc-arduino como 
de la velocidad de respuesta servomotor, se plantea que para poder tener 
éxito se debía hacer un sistema de control embebido que es meter el 
programa directamente al microcontrolador y no compilarlo desde el pc. 
• Para este proceso se diseñaron todos los niveles del modelo, los 
controladores y las visualizaciones 3D por separado simulándolos en cada 
uno de sus software para verificar su funcionalidad, así integrar todos los 
sistemas y tener la certeza de encontrar los resultados deseados. 
• La construcción de prototipos físicos hace enfrentar a los estudiantes a 
diferentes problemas que en la etapa de diseño y simulación no son 
tenidos en cuenta debido al alcance del trabajo, dichas experiencias son 
muy valiosas para efectos de planificación de proyectos futuros y el cómo 
afrontar problemas  imprevistos. 
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ANEXO A 
 
A continuación se encuentran los planos del ensamblaje y las piezas del diseño de 
un péndulo invertido de rotación elaborado en Solidworks. 
Plano del Ensamblaje: 
 
Figura 7.1 Plano Ensamblaje. Fuente: Autor 
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Plano de la Base: 
 
Figura 7.2 Plano de la base. Fuente: Autor. 
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Plano del servomotor 
 
Figura 7.3 Plano del servomotor. Fuente: Autor 
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Plano del Brazo 1: 
 
Figura 7.4 Plano brazo 1. Fuente: Autor 
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Plano del brazo 2: 
 
Figura 7.5 Plano del brazo 2. Fuente: Autor 
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Plano del encoder: 
 
Figura 7.6 Plano del encoder. Fuente: Autor 
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Plano del brazo pendular: 
 
 
Figura 7.7 Plano del brazo pendular. Fuente: Autor 
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ANEXO B 
 
 
CÓDIGOS 
 
CÓDIGO IDENTIFICACIÓN POR MÍNIMOS CUADRADOS 
 
phi=[yk_1;yk_2;yk_3;uk_1;uk_2;uk_3] 
teta1=x1(:) 
yest=phi'*teta1 
c1=phi'*pk1*phi 
c2=phi'*phi 
ye=yest(1,1) 
teta=teta1+(pk1*phi*(yk-ye))/(1+c1(1,1)) 
pk=pk1-(pk1*phi*phi'*pk1)/(1+c1(1,1)) 
teta=teta(:) 
err=yk-ye 
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CÓDIGO CONTROL POR PLANOS DESLIZANTES 
 
s=yk-rk+c0*(yk_1-rk_1); 
if (s>0) 
  z=1; 
else 
if (s<0) 
  z=-1; 
else 
z=0 
end 
end 
 
sal=teta(1)*yk+(teta(1)*c0+teta(2))*yk_1+(teta(2)*c0+teta(3))*yk_2+(teta(3)*c0)*yk_
3+teta(5)*uk_1+ (teta(5)*c0+teta(6))*uk_2+(teta(6)*c0)*uk_3; 
U=-(sal-(rk+c0*rk_1)+d0*z)/teta(4); 
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